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Bifurkaciona stabilnost. Matrica krutosti
linijskog KE

= Komponenta tenzora deformacije, dilatacija u pravcu ose
stapaq, u okviru nelinearne teorije elasticnosti glasi
_OJu 1

N 6u2+ 0v2+ ow\
~ox 2|\ ox dx 0x

= Dilatacija vlakna koje lezi u osi Stapa, u pravcu ose stapa
du, 1

L 1[(2% 2+ v, 2+ ow,\’
dx 2|\ Ox d0x dx

= |zraz za dilataciju proizvolinog viakna u pravcu ose stapa u

ravni x —y, pri cemu je uobicajeno da se u okviru tehnicke

2
. . . v d . .
teorije savijanja &lan (d";o) zanemaruje, glasi

du+1(dv)2
e=—+—|—
B _du, 1(dy, > gy, dx 2\dx
& T S0 T VK2 =0 +§ dx ) ~ 7 dx? d2p

Kz

Ex

e =g, =

" dx?



Bifurkaciona stabilnost. Matrica krutosti
linijskog KE
= Potencijalna energija deformacije linijskog KE izlozenog

aksijalnom naprezanju i savijanju v x — y ravni odreduje se na
sledeci nacin

1 . -
_ 2 2 Kao visi stepen male veliCine
U= 2 f(EAE + EIZKz)dx moze da se zanemari u
L S odnosu na ostale ¢lanove

U_1
2

L

EA du2+EA du dv2+1E 1)4+E'I dzvzd
dx dx |\ dx 4 dx Z\dx? x
U—1 EA du2+E1 d2v2+5 dv 2-d

2 dx Z\dx? dx X
L

1 du\” [ d2v\° dv\”
Uaks=§ EA Ix dx Usar = El, Ix2 +S Ix dx

L

N =

;



Bifurkaciona stabilnost. Matrica krutosti
linijskog KE

= Raspodela pomeranja v pravcu ose i upravno na osu, u polju
KE, u zavisnosti od generalisanih pomeranja v cvorovima
moze da se prikaze v obliku

u(x) = Nggsdars v(x) = Nggqpdsan
= Sada sledi
1 dNI, . dN
U — dT k d — aks aks
aks 2 aksaks=aks kaks f (EA dx dx dx Razlika u odnosu na
reSenje linearne teorije za
L matricu krutosti grednog KE
1 d*NT d’N dNI ., dN
Usav = E d?avksavdsav kgav = j ( dxszav El 7 dxszav) dx + S ( d;scav d;av) dx
L L

= gde je S aksijalna sila u KE i unosi se sa pozitivhim znakom u slucaju
zatezanja, odnosno sa negativnim znakom u slucaju pritiska




Bifurkaciona stabilnost. Matrica krutosti
linijskog KE

= Usvajaju se IF (resenje teorije prvog reda)

N = [1 _f E] N — [ 3x2 2x3 2x2 x3 3x2 2x3 xz x3]
ks “1PTL L e Tttt YTt T TR

= Aproksimativno resenje za matricu krutosti

sz;kstaks EAr1 -1
kaks_j<EA dx dx dx_Tl—l 1]

- - ) 12 6L —12 6L
k":j(d Nsay . d Nsav>d _Ell 6L 412 —6L 217

dxz 7 axz )T |12 —6L 12 —6L

L | 6L  2L* —6L 4L*
[ 36 3L —36 3L | geometrijska matrica
K S dNT ., dNg4 q S | 3L 41?2 —3L —L? | kwtosti konzistentna
g~ dx  dx )" T30L|-36 —3L 36 —3L|omiimea”
v | 3, —1?2 —3I 4]2 ] inicijainih napona)

Kyy = Koxy + Kgxy
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Bifurkaciona stabilnost. Matrica krutosti
linijskog KE

= Aproksimativno resenje za matricu krutosti pri aksijalnom
naprezanju i savijanju v x -y ravni

1 2 3 4 5 6
EA EA
7 o -7 0 0 1 12 3 4 5 6 ]
e S0 - o 0 0 0 0 0 1
oxy = L L L L gxy:_ — —
—EL—A 0 0 EL—A 0 0 4 30L 0 0 0 0 0 0 4
_12Bl, 6Bl 126l 6El, 0 -36 -3L 0 36 —-3L 5
L3 L? L3 L2 0 3L -—-L> 0 -3L 4L*> 6l
o 6L 2B, eEL 4EL
L L2 L L? L l6x6




Bifurkaciona stabilnost. Sistem linijskih
KE

= Ukupna potencijalna energija diskretnog sistema moze da se
prikaze v obliku

1
M =-d7(K; +Kg)d" —d7Q’

= Jednacine sistema KE (jednacine ravnoteze u Cvorovima
mreze konacnih elemenata) odreduju se primenom principa
O mMinimumu ukupne potencijalne energije

§M=0= (K, +K;)d"=Q"

= Stanje bifurkacione ravnoteze, odnosno indiferentno ili
nevutralno stanje ravnoteze, nastaje kada je druga varijacija
ukupne potencijalne energije jednaka nuli, {j. varijacijom
prethodnog izraza dobija se

6% =0= (K, +K})éd* =0




Bifurkaciona stabilnost. Sistem linijskih
KE

= Da bi prethodni homogen sistem imao netrivijalno resenje
(6d* = 0) mora biti zadovoljen uslov

det(K; +Kj) =0

= U analizi bifurkacione stabilnosti relativni odnos izmedu
aksijalnih sila u KE sistema je poznat | nezavisan od intenziteta
spoljasnjin dejstava. Geometrijska matrica krutosti zavisi od
aksijalnih sila u KE koje mogu da se odrede prema linearnoj
teoriji za proizvoljan intenzitet spoljasnjeg dejstva. S obzirom
na o da se intenzitet aksijalnih sila proporcionalno menja sa
intenzitetom spoljasnjeg dejstva, i ako se faktor
proporcionanosti obelezi sa A, prethodna jednacina postaje

det(K; + AK}) =0



Bifurkaciona stabilnost. Sistem linijskih
KE

= Prethodni izraz predstavlja karakteristicnu jednacinu kojom je
definisan problem bifurkacione stabilnosti sistema KE u obliku
algebarskog svojstvenog problema koji ima n svojstvenih
vrednostiA;, i =1, 2, ..., n, gde je n broj stepeni slobode sistema.
ReSavanjem svojstvenog problema odreduje se najmanja
apsolutna vrednost faktora proporcionalnosti A (hajmanja
svojstvena vrednost, 1j. najmaniji koren karakteristicnog
polinoma) koji odgovara kriticnom opterecenju. Inicijalno
opterecenje, na osnovu kaga su odredene aksijalne sile u KE,
mMnozi se hajmanjom vrednosti faktora proporcionalnosti A =
Anin 1 NG taj NacCin odreduje se intenzitet kriticnog opterecenja,
t]. odreduje se nagjmanji intenzitet spoljasnjeg dejstva pri kome
sistem gubi stabilnost. Faktoru proporcionalnosti 4,,,;, odgovara
svojstveni vektor d*, tj. kritiCni svojstveni vektor (forma izvijanja),
koji se odreduje iz sistema jednacina

(K} + AminKj)d* =0
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Bifurkaciona stabilnost. Linijski KE

= Primer 1. Konzolni nosac NUmeri&ki model

Globalni koordinatni sistem i stepeni slobode

Matematicki model konzolnog nosaca

El,L

1 2 3 4
12 6L —12 6L
El,
6L 412 —6L 2I2
~12 —-6L 12 —6L
| 6L 212 —6L 4I?

LKS i GKS su paralelni pa je matrica
transformacije jedinicna

AW N

Raspodela aksijalnih sila, odredena _
primenom linearne teorije 1 2 3 4

) _p|36 3L -—-36 3L
1 _ pelx — 2 _ —J2
—-36 —-3L 36 3L

L 3L —L* 3L 42

AW N
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Bifurkaciona stabilnost. Linijski KE

= Primer 1. Konzolni nosac

Vodedi raduna o graniénim uslovima d; = d; =0 jednacina bifurkacione stabilnosti glasi
El, 3 4 P 3 4
3 12 —6L 3|-— 30L 36 —-3L 3||=0
—6L 41> 4 —3L 41> 4

Resavanjem prethodnog sistema jednacina po nepoznatom P dobija se

m?El, m2El,
Py = 025188 — P, = 3,26059 —
Kriticno opterecenje je manja vrednost od prethodne dve
2

Z

Ojlerova kriti&na sila glasi Plfr = 0,25000 I

Poredenjem se zakljuCuje se da je priblizno reSenje vece za priblizno 0,8% u odnosu na Ojlerovo resenje

Povecanje taCnosti se postize diskretizacijom konzole sa vise KE

15
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Bifurkaciona stabilnost. Linijski KE
= Varijanta |
[ 1 2 3 <
El, 12 6L —12 6L 1
ks =kg'=—=|6L 412 —6L 2% 2
—-12 —-6L 12 —6L 3
L 6L 212 —6L 4L* 4.
1 2 3 4
—p| 36 3L —-36 3L 1
k;=k;*=m 3L 41> -3L -1?> 2
—-36 —-3L 36 -—3L 3
L 3L —L*> 3L 41* 4/
El, 2 4 2 4
—|4L* 2% 2|—5|4L* —-1* 2||=0
L 2L 41%> 4 30L —1? 41> 4
7-[2E]Z an]Z Poredenjem se zakljuCuje se da je
P1 = 1,21585 5 P2 = 6,07927 5 priblizno resenje vece za priblizno 21% u
L L odnosu na Ojlerovo resenje
2
T“E] L . . .
Plfr _ 1,0 Z Povecanje tacnosti se postize

12 diskretizacijom proste grede sa vise KE

16
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Bifurkaciona stabilnost. Linijski KE

= Primer 2. Prosta greda
- Vcrijcn’rc1 |

2 3 4 1 %z T3 4 5 6
£l 12 6(L/2) ~12  6(L/2) 1 £l 12 6(L/2) ~12 6(L/2) 3
Kb =kb =—2=l6(L/2) 4(L/2)> —6(L/2) 2(L/2)* 2 K2 = k2* Zl6(L/2) 4(L/2)? —6(L/2) 2(L/2)* 4
@27 2107 e/ 12 —6(l/2) 3 W22 107 Zewy2) 12 —e(L/2) 5
6(L/2) 2(L/2)% —6(L/2) 4(L/2)? 4 6(L/2) 2(L/2)% —6(L/2) 4(L/2)% 6
1 2 3 4 7 3 4 5 6
_p 36 3(L/2) -36 3(L/2) 1 _p 36 3(L/2) —36 3(L/2) 3
k} =ki* = 300/ 3(L/2) 4(L/2)? =3(L/2) —(L/2)? 2 ki =kj" = 30L/2) 3(L3/62) 4(;(5)22) —3(3L6/2) —&{% 451
-36 —3(L/2) 36 —3(L/2) 3 - - -
3(L/2) —(L/2)? =3(L/2) 4(L/2)? 4] 3(L/2) —(L/2)* —-3(L/2) 4(L/2)* 6
_ . 2
2 3 4 6 2 33 L 4[,2 6 P = 4,8634-27TL§IZ
12 -3L Lz—z 0 2 V- -7 02 b — 9431708 Fle
El, |-3L 24 0 3L 3 P _32_L 720 %L 3 L Lz
(L/2)3] L* L? " 30(L/2) - 2 72
- 0 2r — 4 _L4_2 0 o _L4_2 A Py = 1,007522 ]ilz PE = 1,072k
2
0 3L % 2 6 o 3 12 2o
) ’ 2 4 |

Poredenjem se zakljuCuje se da je prlbhzno reSenje vece za pnbhzno 0, 8% U odnosu na Ojlerovo resenje
Diskretizacijom sa vise KE postize se brza konvergencija ka Ojlerovom reSenju

Diskretizacijom sa vise KE postize se brza konvergencija ka tacnom resenju (u okviru tacnosti razmatrane teorije)
sa gornje strane
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Bifurkaciona stabilnost. Linijski KE

= Primer 3. Ravanski okvir

= Podacisu: E =210 GPa, L =10,0 mipoprecni presek IPET00
(1,=1,71x10°m*i A=1,03x10°m?)

1,0 kN

0,5 kN ds =2
EALL

- y Lokalni koordinatni sistem
B 2 5
< B (D R4 x
w a=0°
a=90°
C’3*=<Pl’k X
3 >
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Bifurkaciona stabilnost. Linijski KE

Y

5 ds"=v,’ . .8 dg'=vs"
° ° ° 6
4 7
= Primer 3. Ravanski okvir ®
— EA EA - %5 y. iokalnikoordinatnisistem
- 0 o & 0 0 @ 3(% M D ofes
I a=0°
o | 126, 6E, 12E1,  6El, N e L7l
JE 2 IE 2 d;=(,ol'r 1\ dim, >~ B X
3 »
0 6El, 4F, _BEI, - 2E, 1
Kk <k = r L r L
177 EA EA [ cosa sina 0 0 o0 0] [o 10 0 0 0]
- 0 0 - 0 0 ]
L L —sinad cosa O 0 0 0 -1 0 0 0 0 O
0 12EI, © 6El, 0 12E1, 6El, - 0 0 1 o0 0 o0 0 01 0 00O
IS I I 5 2 0 0 0 cosa sihae 0| |0 0 0 0 1 O
0 6El, 2El, 0 _ BE, 4El, 0 0 0 -sina cosa O 0 00 -100
i r L r L] | 0 0 0 o0 0 1/ |0 00 0 O 1]
[ 4 5 6 7 8 9 1 [ 1 2 3 4 5 6 ]
E E 12E/ 6El 12E1 6El
Lal 0 o B 0 0 |a = 0 ——*i-—=% 0 -—*|.
L L L [ i L
12E/ 6El 12E/ EA EA
0 — Zz 0o 6"2’2 s 0 = 0 0 =i 0 |2
L [ L [ L L
6El 4EI 6El 2E1 6El 4F] 6El 21
O z z 0 _ z z N _ z 0 z z O z
k1 =k, = I L I L ° kz :T2Tk2T2 = r L I L ’
EA EA 12E/ 6El 12E/ 6E!
e 0 0 — 0 0 7 -3 z 0 21 3 z 0 ZZ 4
L L L [ [ [
EA
0 - 1261, = 6El, 0 1261, 6El, . 0 A 0 EA o |,
I I I I L L
6El 2E1 6EI | 4EI 6El 2E1 6El 4F]
0 5 4 4 0 _ S 4 4 9 — 3 Z 0 Z > Z O zZ 6
i L L [ L | 6 L [ L |
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Bifurkaciona stabilnost. Linijski KE

Y
5 ds'=v;’ P 8 ds'=vs’
ds'=p, dy'=u, ds =‘g3 dy=us’
(] M H 6 4 7
= Primer 3. Ravanski okvir ®
O 1 gs y. iokalnikoordinatnisistem
................ @ % 6 1 @ 6 54)(
0 | 1O 3‘u~>a=0,
..... 0 3 , d;=v1' _f§°2 1 a=90°
................ d;:(’ol‘f d1*=U1* >3 X
0,5 |4 3 >
P* 10 ....... K* d* S* P* " 1
=<4, 5 = —
.................... ‘d =S =P +Q
0 6
_____ 0 |7 0,00829869746 | 4 0,00829869746
0 |s —0,01659925491 | s —0,01659925491
""" 0 | 1 | 0,00062254181 |6 1 | 0,00062254181
1* 1
d"=— , di=—
El, 0 7 El, 0
0 8 0
5 6 J 05 0 9 0
0 60 | d‘: ........ o
......................... =J 1
602459 60 ||| o[ ).nnfo
......................... ds 0 | 0 1 0
60 5800 6 0 ) 0
.1 0 3 .1 0
. . & =— d=1d =—
d, u, . 0,00829869746 | 4 £l | 0,00829869746 | 4|’ 2 £l |—0,01659925491
d; = V; =—1-0,01659925491 | s —0,01659925491 | s —0,00829869746
X X = R [ I
d. o, 2 |"0.00062254181 | & 0,00062254181 | 6 0,00062254181
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Bifurkaciona stabilnost. Linijski KE

y
5 dS*_VZ* dg*—Vg*
o ° ° dﬁ*z(pz* d4*=u2* d9 =(g3 d *=u *
= Primer 3. Ravanski okvir . 3=
2] 4 3 7
LOKN EENCIN
2 4
0,5 kN :2542‘ y Lokalni koordinatni sistem
26 2 5
-0,499863 2) 6 3ﬁ,1 (1) 6l x
e a=0°
dv” 3;21 a=90°
2 —V1 = I~
R=—kd-Q o . o 2R
= N (Teorija | redaq) s WY X
m Lot Ll
1
(@)}
2
0 0 0 i0i 0 ! O]
0:36 3L :0:-36: 3L
@ ~0,999838 0: 3L 4 :0:-3L:-P
9 300 |00 O 0O O :0
4 6 7 8 9 ] 0:-36:-3L:0: 36 :-3L
0: 0 0 i0:i 0 0 |+ 0i 3L - 0:-3L: 4r
0 36 3L 0 -36: 3L |s i i
k;=k;=w0 3L 4P 0 3L P T P T AP R
E R S T B T A A 36 10 -3L:-36:0 -3L|:
0 -36 -3L 0 36 —3L|s 0999838 0 0 02 0 0 02 2
2% T2 ’
0 3L 2 ioi-3Lial |, kg =T2kgT2=T =3L :0: 4L 3L :0: L 3
- - —36:0: 3L 36 0: 3L |a
000 0 :i0:0 |s
3L:i0: 3L 0 4l |
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Bifurkaciona stabilnost. Linijski KE

= Primer 3. Ravanski okvir
Jednacina bifurkacione stabilnosti glasi

4 5 6 4 5 6
El;160245,9 0 60 41 , —0,119981 0 —0,0999838 4 || _ 0
L3 0 602459 60 5 0 —0,0599836 —0,0499863 5 ||
60 60 800 6 —0,0999838 —0,0499863 —1,9996 6

—0,01349141° +7516,471%* —9,36879-10° 1 +1,34439-10" =0

A, =143,7=1

., A,=187962 i A, =369023

Najmanja vrednost od prethodne 1ri predstavlja faktor kriticnog
opterecenja, odnosno kriticno opterecenje odreduje se
mnozenjem intenziteta spoljasnjin dejstava faktorom A,

Priblizavanje tacnom resenju za faktor kriticnog opterecenja A,
postize se diskretizacijom stuba i grede sa vecim brojem KE
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Bifurkaciona stabilnost. Linijski KE

= Primer 3. Ravanski okvir

= Podelom stuba i grede na vecdi broj KE postize se brza konvergencija
ka taCnom resenju (u okviru tacnosti razmatrane teorije) sa gornje
stfrane

VAQR (HLRifel]l)] 143,7
4 (2 KE po stapu 92,2
é (3 KE po stapu 90,7
8 (4 KE po stapu 90,3
10 (5 KE po stapu 90,2
12 (6 KE po stapu) 90,1
14 (7 KE po stapu) 90,1




Bifurkaciona stabilnost
ploca



Bifurkaciona stabilnost ploca

= Komponente membranskih deformacija u srednjoj ravni ploce
koje su rezultat velikin poprecnih pomeranja w = w(x,y), glase
(nelinearni Clanovi veze deformacija i pomeranja)

1/ow\’ _1/ow ? _Owaw
A ) meb
= Po analogiji sa razmatranjima kod linijskog KE pojednostavljeni
izraz za potencijalnu energiju deformacije savijanja ploce U,

glasi , ,
U —1j ™D dA+1 N ow + N ow + 2N ow ow
b=o ) K PK 2 *\ ox Y\ 0y Y 0x 0y

A
A
= Raspodela poprecnih pomeranja w, u polju KE, u zavisnosti
od pomeranja u cvorovima moze da se prikaze na sledeci
nacin

w = Nd
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Bifurkaciona stabilnost ploca

= Sada, sledi
L r Lo T
> | «TDxd4 = > d"k,d k, = | BTDBdA
A A
1 N ow 2 + N ow 2 + 2 v dA
2 *\ ox Y\ 0y Y 0x 0y
A
[ fa_W\ ! fa_W\ (OW) "ON
1 0x Ny Nyyl ) ox LT ox ax
J \odyJ \3y ) \dy) Loy
A




Bifurkaciona stabilnost ploca

= Geometrijske matrice krutosti (pravougaoni nekonformni KE
koji ima 12 stepeni slobode)

_ Nb N,a
[276 66b —42a -276 -66b —42a -102 39b -21lg 102 -39 -2la | [276 426 -66a 102 21b 39a -102 21b —39a -276 42b  66a
24 0 -66b -240° 0 -39 18b° 0 3% -18* 0O 1120 0 21b 56b> O —21b -14b® 0 —42b -28b> O
112a°>  42a 0 280" 2la 0 -14d° 21a O 564’ 24a> -390 0 -184° 39a 0 180>  66a 0 -24d°
276 66b 420 102 -39b 2la -102 39 2la 276  42b 660 276 42b —66a -102 21b  39a
24p° 0 39p -18b 0 -39 18K 0 1126 0  —42b 280> 0 -21b -14b> O
112a> 21a 0 56a° -2la 0 -14d° 240> —66a 0 -24a° -390 O 18a°
276 —66b 420 276 66b  42a ’ 276 —42b  66a 102 —21b —39a
240 0 66b -24b> 0O 112b6° 0 -21b 56b° 0
112¢° -42a 0  -28d° 240> 39a 0 -18d’
sim. 276 —66b —42a sim. 276 -42b -66a
24 0 112b° 0
I 1120” | | 240
ML
360
[180 0 0 0 -72b 0 -180 72b -72a O 0 720 |
0 —20ab 72b O  20ab -72b 24b> —20ab O 0 20ab
0 0 20ab 0 72a —20ab 24a* —72a 20ab 0
-180 O 0 0 0 720 180 -72b -72a
0 -20ab O 0 20ab  72b -24b° —20ab
0 -72a 20ab 0 72a -20ab -24d
180 0 0 0 72b 0

0 —20ab -72b 0 20ab
0 0 20ab 0
sim. —-180 0 0
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Bifurkaciona stabilnost ploca

= Jednacina bifurkacione stabilnosti glasi
det(K; + 1K}) =0
: !(riﬁéni svojstveni vektor (forma izbocavanja) odreduje se iz
izraza
(K} + Apnin K )d* = 0
= Primer. KE sa 12 §S

= Analizira se stabilnost pritisnute tanke kvadratne ploce ukljestene duz
svih strana pri Cemu linijsko oslanjanje obezbeduje pomeranje u
pravcu X ose

= Podaci su: modul elasticnosti E, debljina h, duzina ivice L i Poasonov
koeficijent 0,3 ) L

» X

v 20
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Bifurkaciona stabilnost ploca

o .
6 B
o//éé\\

//'\(0
L2 oL

= Primer. KE sa 12 SS

osa

: K
Ky =k =kl =4224—~  N,=N, =N, =0

L2 Y Xy yX

P _ @ _ 276
Kg = kg 1,1~ kg 1,1 — _@Nx
det(K* + 1K*) = 0 K 276 = Konvergencija ka

et(K; + K;) = 42,24 7 g3 Nx =0 analitickom resenju

) postize se povecanjem
T . v .
N, kritiéno (MKE) = 9,77? broja konacnih
elemenata
K2 (proguscenje mreze)

Ny kriti¢no (analiti¢ko) = 10'07L_2 i/ili primenom

elemenata viseg reda
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